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MATHEMATICAL LOGIC 
DIE GENTZENSCHEN SCHLUSZVERFAHREN IN MODALEN 
AUSSAGENLOGIKEN. II* 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of September 28, 1957) 
In diesem Supplement zu Tell II findet man: 1° Angabe der hinzu-
kommenden (den Umfang der Kalkiile nicht andernden) Schemata fiir 
die Kalkiile LG~>, LM~.t~>, LI~.t~> ; LG~>, LM<b>, LJ<b>; LK~.t~>, LK<m>, die not-
wendig sind zur Erhaltung der Giiltigkeit der zugehorigen Hauptsatze; 
2° Angaben iiber die Erganzungen der zugehorigen Beweise. 
§ 6. Es ist sofort deutlich, daB die Eigenschaft fiir den Kalkiil LG~> 
in Tell II dieser Arbeit 18), § 7, S. 170, 171 erhalten bleibt, wenn unter 
II I. das Schema 
hinzugef11,gt wird. 
Lf* • V-+ (2{ C $] 
-v --+--:::[N::-:2{:::-::C:-:N-:::$=-::] 
Der Wortlaut des loa. cit. darauf folgenden Hauptsatzes f11,r LG~> kann 
dann ungeandert beibehalten werden. 
Der Beweis ist eine Erganzung des Beweises von Form. B. IV, § 331, 
und zwar wird diese Erganzung geliefert durch Tell I, § 1 plus Teil I*, 
§ 3 mit den Hinzufiigungen: 
Bei (b;;'") (in Tell I*, § 3) kommt unter {32 ein Fall mit OES, unter {33 
ein Fall mit OEA hinzu, welche Ieicht zu erledigen sind. 
Bei (d;;'") (in Tell I*, § 3) kommt unter II ein Fall (C6) mit OEA hinzu 
(Graderniedrigung analog an (C3}}. 
§ 6bis. Die Eigenschaft fiir den Kalkiil LM<u> in Teil II 1s}, § 7h1s, 
S. 171, 172 bleibt erhalten, wenn unter III. das Schema Lf* hinzugef'il,gt wird. 
Der Wortlaut des loc. cit. darauf folgenden Hauptsatzes f11,r LM<u> kann 
dann ungeandert beibehalten werden. 
Der Beweis ist der von Form. B. IV, § 332, erganzt mit Tell I, § 1; 
Teil I*, § 3; den Hinzufiigungen des vorigen Par. und folgender Hinzu-
fiigung: 
Bei (blf•) (in Tell I*, § 3) kommen unter {32 ein Fall mit NES und ein 
Fall mit NEA hinzu. 
§ 6ter. Die Eigenschaft fiir den Kalkiil LJ<u> in Tell II 18), § 7ter, S. 172 
bleibt erhalten, wenn unter III. das Schema Lf* hinzugef11,gt wird. 
18) Siehe diese Proceedings, Series A, 58 (1955), S. 170-177; auch Indag. math. 
17 (1955), s. 170-177. 
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Der Wortlaut des loc. cit. darauf folgenden Hauptsatzes fur Lf!o> kann. 
dann ungelindert beibehalten werden. 
Der Beweis ist der von Form. B. V, § 333 , in gleicher Weise erganzt 
wie der von Form. B. IV, § 332 in dem vorigen Paragraphen, und unter 
Hinzufiigung folgender Bemerkungen: 
Bei (bl(") und (drf•) (in Teil I*, § 3) kommt die Moglichkeit hinzu, daB 
v --7 ['(t C N(~ C m)] aus Y --7 (i CA.) mittels 1 (und ev. weiterer Schemata) 
hervorgegangen ist; dann ist (.M') sofort zu eliminieren. Auch kommt 
unter (bl("}, {32 ein Fall mit 1 hinzu. 
§ 7. Die Eigenschaften fiir die Kalkiile LG~>, LM(b> und LJ!b> in Teil 
II 18), § 9, a, b, c (S. 175) bleiben erhalten, wenn man jedesmal unter III 
die Schemata Lf * und Zi hinzufugt. 
Der Wortlaut der loc. cit. S. 176 darauf folgenden Hauptsatze fur LG~b>, 
LM(b> und LJ!b> kann dann ungeiindert beibehalten werden. 
Die Beweise folgen aus den Betrachtungen in Teil I* und denen in den 
hier· vorangehenden Paragraphen. Bei Lf!b> kann 'JI --7 [<f C N~] unter 
(br•) in Teil I*, § 5 auch aus 'JI --7 (i CA.} mittels 1 hervorgegangen sein; 
(M) ist eliminierbar. 
§ 8. Es ist wieder sofort deutlich, daB die Eigenschaft fiir den Kalkiil 
LK(o> in Teil II dieser Arbeit 18), § 7quater, S. 173 erhalten bleibt, wenn 
unter III. (las Schema Lf* hinzugefugt wird. 
Der Wortlaut des loc. cit. darauf folgenden Hauptsatzes fur LK(o> kann 
ungeandert beibehalten werden. 
Der Beweis ist eine Erganzung des in Form. B. V, § 37bis angedeuteten 
Beweises, und zwar wird djese Erganzung geliefert durch Teil II dieser 
Arbeit, § 7quater, S. 173, 174 plus die hier anzugebenden Hinzufiigungen. 
e=2. In dem Faile (y'm) (Teil II, S. 173, 174; manlesedort&+N~ 
statt N~+@) kann <t, neben X,. C X,., auch die Gestalt N6 haben; 
Graderniedrigung unter Anwendung von Lf* und X~. 
Dane ben kommt unter y noch der folgende Fall hinzu: 
v--* (21: c '.J!) (LJ*) 
V-* (!£C >8) V-* (N21:CNI,J!) -
----'---="--==------=----'---___:_:_ (MD) 
v--* (!£ C )8* + NI,J!) (>8 enthalt N2l) 
Der Grad der Mischung ist zu erniedrigen wie im vorigen Fall. 
e > 2. Zu den Fallen mit rechter Rangzahl groBer als 1 kommen unter 
I. b3 die folgenden Faile (brf•., bl("., ~K'··) hinzu: 
v--* (I,J! C 0) v--* [N(2l C >8) C (N2l C N>S)] _ 
------==--=:----------- (erl. MD) 
v--* (!£ C 'il) v--* [I,J! C 0* + (N2l C N>S)] (MD) 
v--* [!£ . I,J!O c 'i)O + 0* + (N2l c N>B)] 
(Rangerniedrigung moglich); 
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(bW•·) 
(wieder Rangerniedrigung moglich). 
v--+ [N(2l C 58) C (N2l C N58)] v--+ (\13 C 0) _ 
-------'-----=--=----'----' (erl. M 0 ) 
(bT•o) v--+ (<£ c ~) v--+ [N(2l C 58) · \13* C 0] (Mo) 
v--+ [@: . \13*0 c ~0 + 0] 
(erste Mischformel N2l C NQJ; zweite Mischformel N(2l C QJ)). 
Bemerkung. Es ist auch moglich, daB die Mischformel fur (M0) 
eine Formel Q: ¢. N(2l C QJ) ist. Dann ist Rangerniedrigung von (M0) 
leicht zu erhalten. --
Der Fall, in welchem N(2l C QJ) in dem v _,.. (~ C ~) vorangehenden 
Teil der Herleitungsreihe mittels Ai eingefiihrt wurde, fiihrt sofort zur 
Elimination von (M0). "Obrig bleibt nur die Moglichkeit von Einfiihrung 
mittels Lf * oder Lf. Die weitere Behandlung dieses Falles stimmt in den 
Hauptlinien mit der des Falles (b:J") in den Kalkillen LG~ol bis £1'0' iiberein 
(vgl. insbes. Teil I*, § 3). 
Moglichkeiten: 
I. In v _,.. (~ C 0) enthalt 0 einen Faktor N2l C NQJ oder N(2l C QJ); 
(M0) laBt sich eliminieren; 
II. 0 enthalt keine Faktoren N2l C NQJ, N(2l C QJ). 
lX. N2l C NQJ tritt in keiner v _,.. (~ C 0) unmittelbar vorangehenden 
Sequenz als Faktor im Antezedens auf. Reduktion analog Teil I*, § 3, IL£X. 
{J. N2l C NQJ ist Faktor im An~ezedens einer v _,.. (~ C 0) unmittelbar 
vorangehenden Sequenz. Reduktion analog Teil I*, § 3, II.{J. Vergleiche 
auch hier in den Par. 6,6bis und 6ter gemachte Bemerkungen in bezug 
auf {J2 und {J3• 
e > 2. Zu den Fallen mit rechter Rangzahl 1 und linker Rangzahl 
groBer als 1 kommen unter II. d3 drei Faile (d;o•., d;o•., dT'•) hinzu: 
v--+ [N(2l C 58) C N2( C N58)] v--+ (\13 C 0) _ 
---=----------=,-------=,------- ( erl. M 0) 
(d;''o) v--+ [N(2l C 58) · \13* C 0] v--+ (ll C ®) _ 
_ __:__.:._ _ ___:__:.__ _ _:_-=,-----=--=---=----'-_:. (MO) 
v--+ [N(2l C 58) · \13* · U° C no + ®] 
(Rangerniedrigung moglich); 
v--+ (~ C ~) v--+ [N(2l C 58) C (N2l C N58)] _ 
_ __:_ _ .:..__=---=~--'-----'-----'-----'--- ( erl. M 0 ) 
v--+ [@: C ~* + (N2l C N58)·] v--+ (U C ®) _ 
--------=---=--=--~=------~(MO) 
v--+ (@: • uo c ~*0 + ®) 
[bei (M0 ) ist als Mischformel N2l C NQJ angenommen]. 
Bemerkung. Ist bei (M0) die Mischformel von N2l C NQJ verschieden, 
so kommt man leicht zu Rangerniedrigung. · 
(di{"o} 
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v-+ (Cl: C 'Il) v-+ [(Xn C Xn) C 5S] _ 
--------=-=---":=--'-'------ (erl. M 0 ) 
V-+ (C£ C 'I)*+ 5J3) V-+ (U C ®) _ 
------=---==---=-----:=-----:=-__:_ _ __:_ (MD) 
V-+ (C£ · uo C 'I)*O + )SO + ®) 
Bemerkung. Enthalt ~die Mischformel von (M0) nicht, so muB sie 
in ~ als Term vorkommen; man kommt dann leicht zu Rangerniedrigung 
von (M0). 
Zur Reduktion der heiden letzten Falle vergleiche Teil I*, § 3, zweite 
Halfte, und hier, §§ 6,6ter 19). 
§ 9. Der Umfang des Kalkiils LKrml andert sich nicht, wenn man dem 
Schema Z1 die erweiterte Form 
m:-+ N)S + 'Il 
m:-+ N(N5S) + 'Il 
gibt; denn: N~-+ N~ (P) liefert, mit (Z1), N~-+ N(N~), und dies mit 
m-+ N~ + ~' mittels (M0), m-+ ~* + N(N~), woraus dann, mittels (A7), 
folgt m-+ N(N~)+~. 
Es ist deutlich, daB die Eigenschaft fiir den Kalkiil LK(m) in Teil II 
dieser Arbeit 18), § 9, d (S. 175) erhalten bleibt, wenn unter III. die 
Schemata 3*, Zi hinzugefugt werden, und dem Schema Z1 die erweiterte Form 
gegeben wird. 
v-+ (m: C N5S + 'Il) 
v-+ [m: C N(N5S) + 'Il] 
Der Wortlaut des loc. cit. S. 176 darauf folgenden Hauptsatzes fur LKrml 
kann ungeiindert beibehalten werden. 
Der Beweis wird geliefert durch den Inhalt des vorigen Paragraphen 
mit den hier folgenden Hinzufiigungen. 
e = 2. In den Fallen (ym) und (ym) 19bis) [II, § 7quater, S. 173, 17 4 (man 
lese dort '&+NI)l: statt Nl)l:+@) und hier, § 8] kommt die Moglichkeit 
hinzu: [ ist Nffi mit 
v -+ (NlR C m:) _* 
---------=---- (.Zl }; 
v-+ (NlR C Nm:}, d.i. v-+ (Cl: C Nm:) 
Graderniedrigung von (M0 ), ev. unter Anwendung von Ai (vergl. hier 
den Anfang von § 8). 
19 ) Bei (d?£'•o) treten, falls jj3 die Mischformel von (M0 ) enthalt, sechs Fallunter-
scheidungen C1 bis C6 auf ebenso wie bei (d?£'•) in LG!J:l. Zu beachten ist, daB in 
allen Fallen Ci(j = 2 bis 6) die Mischformel von (M0) in der Obersequenz 
I'-+ [(Xn c Xn) c m] hier auch mittels Ai eingefiihrt sein kann; mit 
I'-+[~ C (Xn C Xn)] (ableitbar ohne Mischung) gibt es dann Elimination von (M0). 
I 9bis) In diesen Fallen wird hier angenommen, daB die in ~ C @i + Nm: vor-
kommende Term Nm: nicht die Gestalt N(N®) hat; die entgegengesetzte Moglichkeit 
wird unter (ym') und (ym') behandelt. 
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Fiir (! = 2 kommt auch hinzu: 
v -4 (N~ · :D C ~) _ 0 
---'-----==---=- (Xl) 
v -4 [(¥: C Ql] v -4 [N(N~) · :D C ~] (Mo) 
v-)- ((¥: • :DC <M* + ~) [Ql enthalt N(N~)] 
N(Nm:) ist die nicht in '!i vorkommende Mischformel. Die in der linken 
Obersequenz der Mischung vorkommende Formel N(Nm:) kann nur mittels 
Ai [dann ist (M0) sofort eliminierbar], oder .J, Lf*, Z1 oder Zi eingefiihrt 
sein; in den letzten vier Fallen gibt es Graderniedrigung (vergl. Teil I, 
§ 4, S. 168 und Teil I*, § 5, S. 490). 
Neben ('ym) (§ 8) kommt hinzu (jim'), welches aus (jim) durch Ersetzung 
von m: durch Nm: hervorgeht; zu reduzieren wie (ym'); wieder fiinf 
Moglichkeiten. 
(! > 2. Zu den Fallen mit rechter Rangzahl groBer als 1 kommen unter 
I. b2 (neben den Fallen br•, br• aus Teil II, § 7quater) hinzu (br•) und (br-): 
<br·) 
v-)- (N~ C \13) _* 
---(Zd 
v-)- ({¥: C 0) v-+ (N~ C N\13) _ 
----=---==------=------'-- (MO) 
v -4 ((¥: C 0* + N\13) (0 enthiilt N~) 
Nach Annahme (siehe b in Form. B. IV, § 32biB) enthalt [ keinen 
Faktor Nm:; ist Nm: als Term von Q mittels .Ai eingefiihrt, so laBt (M0) 
sich sofort eliminieren. SchlieBen wir dies aus, so bleibt die Einfiihrung 
von Nm: in der v--+ (~ C 0) vorahgehenden Sequenzenreihe (welche keine 
nicht-erlaubten Mischungen enthalt) nur noch moglich mittels .J, Lf*, Z1 
oder Z1 ; Erniedrigung der rechten Rangzahl ( ohne oder mit Hinzufiigung 
einer Mischung von niederem Grad) geschieht in analoger Weise wie in 
den korrespondierenden Fallen von (br•) in Teil I*, § 5. 
v-)- (~ C N~ + ;D) _ 
--=------=- (Zl) 
v-+ (~ C Q) v-+ ('K C N(N\B) + Sl) _ 
----=--:::--::---'-----':==----=- (MO) 
v -4 [\13 · ~* C 0* + N(N~) + :D] 
Hier gibt es Rangerniedrigung. 
(br•.). N(m: C 5S) kann nun in dem v--+ ([ C 'i)) vorangehenden Teil 
der Herleitungsreihe auch mittels Zi eingefiihrt sein (vergl. Teil I*, § 5). 
Die Betrachtungen unter II. IX (im vorigen Par. angedeutet) brauchen 
wieder nicht geandert zu werden. 
Unter II. {J2 (im vorigen Par. angedeutet) kann das zu v--+ (~ C 0) 
fiihrende SchluBschema mit einer Obersequenz auch .Z1 sein; Reduktion 
analog Teil I*, § 5, Ende. 
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e > 2. Zu den Fallen mit rechter Rangzahl l und linker Rangzahl 
groBer als l kommt unter II. d2 hinzu: 
v~ (2l:CNIB +'!I) _ 
---:=------=- (Zl) (d!f'") v ~ [21: C N(N)B) + '!I] (Mo) 
v ~ (21: • [* C '!I* + lJ) oder v ~ [21: · [* C N(NIB) + '!I* + lJ], 
v ~ ([ c lJ) 
je nachdem die Mischformel mit N(N)B) zusammenfallt, oder nicht. 
Ist die Mischformel ¢ N(NlE), so gibt es Rangerniedrigung. 
Ist die Mischformel N(NlE), so konnen wir ausschlieBen: l o m enthalt 
einen Faktor N(NlE); 2° §' enthalt einen Term N(NlE) (in diesen Fallen ist 
(M0 ) eliminierbar); 3° in v ~ (~ Cfr) wurde N(N)E) mittels A1 eingefiihrt; 
dann ist die unmittelbar vorangehende Sequenz v ~ (~* C ~), was weiter 
mit Ai, .A; zu v ~ (2!. [* C ~* +fr) fiihrt; 4° in der v ~ (m C NlE+~) 
vorangehenden Sequenzenreihe wurde N(NlE) mittels At eingefiihrt; ohne 
Mischung ist dann ableitbar v ~ (m C N)E + ~ *); es gibt dann Rang-
erniedrigung von (MO): 
v ~ (21: C N)B + '!I*) . _ 
---==--------,=-- (ZI) 
v ~ [21: C N(NIB) + '!I*] 
Wir diirfen somit annehmen, daB in der linksseitigen Sequenzenreihe 
eine Sequenz v ~ (~ C m.5) auftritt, welche im Sukzedens N)E enthalt, und 
aus welcher in der Reihe, mittels Lf, Lf*, Z1 oder Zt, eine N(NlE) im Suk-
zedens enthaltende Sequenz v ~ (~1 C m.51 ) entstand. Auf der rechten 
Seite gibt es zwei Moglichkeiten: 
v ~ (N2!: C ®) _ v ~ (N)B · :t C IS) _ 0 
-----------=-=- (Ll *) und (X1) 
, ~ [N(N)B) C N®], d.i. v ~ ([ C lJ) v ~ [N(NIB) · :t C IS], d.i. v ~ ([ C lJ) 
Anderungen: 
v ~ (NIB C ®) _* 
-----(Zr) 
,~ (~ C ~) v~ (N)B CN@) _ 
--------:=----=::------- (MO) 
v ~ (~ C ~o + N®) 
v ~ (~ C ~) v ~(NIB · :t CIS) _ 
bzw. (MO). 
• v ~ (~ . ;to C ~o + IS) 
In heiden Fallen gibt es Graderniedrigung. Ohne weitere nicht erlaubte 
Mischungen gelangt man zur Endformel von (d!f'"); man achte auf ev. 
auftretende SchluBschemata mit zwei Obersequenzen. 
Im Fall (d;''•) kann (ebenso wie im Fall (b;r•.)) N(m C )E) in dem 
v ~ [~ C N(m C lE)] vorangehenden Teil der Herleitungsreihe noch 
mittels Zi eingefiihrt sein; dies fiihrt wieder zu v ~ (N@ . Nm C NlE). 
Die Reduktion von (d;'•o) braucht somit. nicht geandert zu werden. 
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§ 10. Der Umfang des Kalkiils L(S5) (siehe Teil.II, § 12) andert sich 
nicht, wenn man dem Schema U die erweiterte Form 
~-+ M~ + 'l) 
~-+ N(M~) + 'l) 
gibt I9ter). Auch ist es deutlich, daB die loc. cit., § 12, e (S. 177) gegebene 
Eigenschaft erhalten bleibt, wenn unter III. die Schemata Lf*, U* hinzu-
gefugt werden, und dem Schema U die erweiterte Form 
gegeben wird ; dabei ist 
v -+ [~ C M~ + 'l)] 
v-+ [~ C N(M~) + 'l)] 
_* v -+ (M\13 C ~) u . . 20) 
v -+ (M\13 C N~) 
Wir kommen nun [in Abweichung von dem in Teil II, § 12 (und in der 
Folgerung von § 13 iiber S5) Gesagten] zu einem negativen Ergebnis: 
Halt man den Wortlaut des loc. cit. S. 177 auf e. folgenden Hauptsatzes 
bei, so kann dieser nicht richtig sein. 
Denn, bekanntlich 20bis), ist in S5 ableitbar y1 : NX C N(NX); Ableit-
barkeit in K<ul ist nicht mi:iglich, da sonst K<ul und S4 zusammenfallen 
miiBten, was nicht der Fall ist. Also muB v-+ [NX C N(NX)] in L(S5) 
gemaB e., dagegen nicht in LK<ol gemaB dem Hauptsatze fiir LK<ul ableitbar 
sein. Ware nun der Hauptsatz fiir L(S5) beweisbar, so· gabe es eine 
Herleitung von y1 gemaB diesem Hauptsatze mittels eines Systems von 
Schemata, welche aus dem System der Schemata im Hauptsatz fiir LK<ul 
erweitert mit U und U* besteht. In dieser Herleitung miiBte mindestens 
eines der Schemata U, U* Anwendung finden; dies wiirde die dann mit 
dem Hauptsatz fiir L(S5) korrespondierende Teilformeln-Eigenschaft 
(welche analog an die in Teil I, § 2 fiir LGiul gegebene Teilformeln-
Eigenschaft sein wiirde) widersprechen. --
Langs dieser Linien kann somit auch kein Entscheidungsverfahren fur 
L(S5) erhalten werden. 
lDter) Bekanntlich steht hier M\13 definitorisch fiir (N\13')'. 
20) . In L(S5) liefert Lf* aus v-+ (~\13 C ~) v-+ [N(M\13) C N~]; aus v -7 (M\13 C M\13) 
folgt mit tJ v -7 [M\13 C N(M\13)]; dadurch folgt mit (M0 ) V-7 (M\13 C N~). 
2obls) Vergl. LEWIS and LANGFORD, Symbolic logic, 1932, S. 498. 
